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Équations différentielles et méthode d’Euler

Méthode d’Euler

On souhaite résoudre des équations différentielles du type y1ptq “ yptq avec ypt0q “ y0 en utilisant la méthode
d’Euler sur un intervalle de la forme [t0 ; t0 ` T ].

On partage l’intervalle [t0 ; t0 ` T ] en n intervalle de largeur h “
T

n
.

On définit ensuite une suite de points de la façon suivante :

‚ Le premier point A0(t0 ; y0).

‚ A1(t1 ; y1) avec t1 “ t0 ` h et y1 “ y0 ` hy1pt0q.
L’équation différentielle nous permet ainsi d’écrire : y1 “ y0 ` hfpt0q.
Sur l’intervalle [t0 ; t1], on approche la courbe solution (qui est inconnue) par le segment [A0A1] de coefficient
directeur y1pt0q, c’est à dire par la tangente à la courbe solution au point A0.

‚ A2(t2 ; y2) avec t2 “ t1 ` h et y2 “ hy1pt1q ou encore y2 “ y1 ` hfpt1q.
Sur l’intervalle [t1 ; t2], on approche la courbe solution par le segment [A1A2] qui est parallèle à la tangente
à la courbe solution au point d’abscisse t1.

‚ On continue jusqu’au dernier point : An(tn ; yn) avec tn “ tn´1 ` h et yn “ yn´1 ` hfptn´1q.
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On retiendra la formule d’approximation suivante :

fpx ` hq « fpxq ` hf 1pxq

Voir un exemple au dos.
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Exemple On considère l’équation différentielle

"

y1 ` 2xy “ 1
yp0q “ 0

.

La première ligne se ramène à y1 “ 1 ´ 2xy.

On obtient ainsi ypx ` hq “ ypxq ` hy1pxq “ ypxq ` hp1 ´ 2xypxqq “ ypxqp1 ´ 2hxq ` h.

Pour le premier point, cela donne yp0 ` hq “ yp0qp1 ´ 0q ` h “ h. A0(h ; h).
Pour le deuxième point : yph ` hq “ yphqp1 ´ 2h2q ` h “ 2h ´ 2h3. A1(2h ; 2h ´ 2h3).
Et ainsi de suite.

Il ne reste plus qu’à programmer cela sous Python. Il faudra préciser la valeur du pas h souhaité et les bornes de
l’intervalle [a ; b] sur lequel faire l’approximation. Nous choisirons a “ 0 et b “ 3 pour un pas de 0,1.

1 import matp lo t l i b . pyplot as p l t
2 de f courbe (a , h ) :
3 x=0
4 y=0
5 X=[x ]
6 Y=[y ]
7 borne=in t ( a/h)
8 f o r i in range ( borne ) :
9 y=y∗(1−2∗h∗x )+h

10 x=x+h
11 X. append (x )
12 Y. append (y )
13 p l t . p l o t (X,Y)
14 p l t . show ( )
15 re turn X,Y
16 courbe ( 3 , 0 . 1 )
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